Calculus renforcé TD 2 PCm+

TD 2 - L'ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES

Solutions des exercices éditées par Mattia Garatti

I - L’ensemble des nombres complexes

I.1 Deéfinition de C

Exercice 1 (). Ecrire sous forme algébrique les nombres suivants :

-2 3467 245t 2-5i

1
—4—(1—i), b=Q2+i)1—4i), c==>, d= =
¢ =), @+ -di), c=7, -3 T 3-4 =i "1+

Solution. On doit simplement faire des manipulations algébriques :
a=4—1+i=3+1,

b=2—-8i4+i—4i?=2—-Ti+4=6—"Ti,

1 —i ‘

C=—-=—35 =1

i =2 ’
o —2(1+4V3) _—2—21\/3_—2—22\/5__1_@2,
(1 —4v/3)(1 +iv3) 1+3 4 2 27
_(3+6i)(3+4i)_9+12i+18i—24_—15+30i__§+§i
T (3—40i)(344i) 9+16 25 5 ’

- (245)(1+12)+ (2—-5:)(1 —19) _ (242i4+5—5)+ (2—2i —5i—5)

(1 —4)(1+1) 1+1
7—3+7i—3—7i7;6773
o 2 2T

Exercice 2. Ecrire sous forme algébrique les nombres suivants :

. (141)° ot b (1+2i)* —(1—14)°

(1—i)t (B+20)3—(2+1)2

Indication : on pourra développer et réduire séparément le numérateur et le dénominateur.

Solution. On observe d’abord que, en utilisant le développement du carré du binéme,
1+ =1+2i—1=2i

et
(1—i)?=1-2i—1=—2i.

Pour le premier,

_(1+i)4(1+i):(21')214—2'):1_'_2_
(1—d)* (—20)? '
Pour le deuxiéme,
- 14+4i—4—(1—0)%(1 —1)
(3+20)2(3+2i) — (4+4i—1)
_ —3 4 4i + 2i(1 — i) 7 —34+4i+2i+2 7 —1+ 6i
(94120 —4)(34+2i) —3—4i  (5+12i)(3+2i)) —3—4i 15+ 36i+ 10i —24 — 3 —4i
o —1+6i  —1+6i —2-Ti 24T7i—12i+42 44-5 22 5
T T12+42i 6(—2+Ti)-2-7  6x53 318 159 '318
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I.2 Conjugaison

Exercice 3. Résoudre les équations suivantes pour z € C :
1. 24+52=7-8i (»);
2. z2=3z2+5—1;
3. 224+ 3(2—%) = 13+ 18i (%).

Indication : on pourra poser z = x + iy avec (x,y) € R2.

Solution. Soit z € C. En posant z = z + iy avec (z,y) € R?, on a z = x — iy.
1. L’équation, en utilisant la forme algébrique des nombres complexes, est

(x +iy) +5(x —iy) =7—8i

qui correspond &
(6x —7) + (8 —4y) = 0.

Cette derniére équation est équivalente au systéme

6z —7 =0,
8 — 4y =0,

_7
x—g,
y:25
doncz:%—i—%.

2. ’équation, en utilisant la forme algébrique des nombres complexes, est

qui nous donne

x+iy=3(x—iy)+5—1
qui correspond &
(2x +5)+i(—1—4y) =0.

Cette derniére équation est équivalente au systéme

20 +5 =0,
-1 -4y =0,

qui nous donne

donc z = f% - %i.
3. L’équation, en utilisant la forme algébrique des nombres complexes et en observant que 2z = x2 + 3>
et 2 — 7 = 21y, est

(2% + y?) + 6iy = 13 + 18i

qui correspond au systéme

22 +y? =13,
6y = 18,

qui nous donne
y =3,
T =42,
donc il y a deux solutions, z = +2 + 3i.

Exercice 4 (x). Dans le plan complexe, déterminer I'ensemble des points M d’affixe z € C tels que
22 -22+7€R.
Indication : on rappelle que z e R &z = 2.



Calculus renforcé TD 2 PCm+

Solution. Soit M I'ensemble des points d’affixe z = x +iy € C, avec (z,y) € R?, tels que 22 —22+7 € R.
En se souvenant le point 3 de la Proposition 2.2 des notes du cours,

22— 2247cRe 222247, =22—22+47T.
En utilisant la Proposition 2.3, on peut simplifier I’équation en obtenant

P24 T=2 24T - 22422=0(2-2)(2+2) —2(2-%2) =0
S (z2-2)(2+zZ-2)=02—-2zZ=0 ou z+z=2.

La premiére corresponde a z € R. La deuxiéme est équivalente a Re(z) =1, donc z =1+ iy, y € R. En
résumant, on obtient que M est la réunion de I'axe réel e de la droite verticale x = 1

M={2e€C:Sm(z) =0V Re(z) =1}.

Exercice 5. Comment doit-on choisir les nombres complexes u et v pour que les trois nombres suivants
—uwv u—+v LU=V

et s
o 1+uv’ 1+uv 1+ uw . . .
Indication : on pourra commencer par montrer que uv est réel en considérant le premier quotient.

soient simultanément réels : ?

Solution. Soient u,v € C tels que uv # —1. On a
1—wv 1—uv 1—uv
eER& =
1+ uv 1+ uv 1+ uv
u—+v

qui correspond & uv € R. En particulier, 1 + uv € R, donc en utilisant le fait que T
uv

doit étre réel,

u+v € R, que est équivalent & demander

u—v u—v
donc Sm(u) = — Sm(v). En utilisant le fait que 4 € R, équivalent a
1+wuv 14+ uv

u—v\) = u—v
14w/ 14w

donc Re(u) = Re(v). En résumant, v = 0.

€ iR, on obtient

I.3 Module
Exercice 6 (x). Déterminer les modules suivants :
1-3¢
1—i 1—4)(3+4i 1+i)° .
1 (1 4)(3 +4) i) b=
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Solution. On doit simplement faire des manipulations algébriques :
1=l = VPP = V2
(1 —d)(3+4i)| = |1 —i| x [3+4i] = V2 x /32 +42 =2 x5 =52,
(1 +0)°] = 1+ = (VIZ+ 12)0 = (V2)S = 2° = 8,

1-3i| |[1-3i] 12+(=3)> V10 _ 3
2+i |  [2+d  y22+12 B
Exercice 7 (x). On considére les points A, B et C' d’affixes respectives z4 = 3—4, z5 = —2i et zo = 2+42i.

1. Placer les points A, B et C' dans le plan R?.
2. Calculer les distances AB, AC et BC.
3. En déduire la nature du triangle ABC.
Indication : soient A, B d’affixes z4, zp € C, on rappelle que AB = |z — z4].

Solution. Soient A, B et C les points d’affixes respectives z4 =3 — i, zg = —2i et z¢ = 2 + 2i.
1. Une représentation graphique est
Sm(z)
C
Re(z)
A
B

2. En se souvenant le Remarque 2.5 des notes du cours,
AB =|sp =24l = |~ 2= (3= = | -3~ = (32 + (1) = VT,
AC = | = zal = 420~ (3= i)| = |~ 1+3i| = (C)2 82 = VIO,

BC = |z¢ — zp| = |24 2i — (=2i)| = |2 4 4i| = V/22 + 42 = /20 = 2V/5.

3. On observe que AB = AC = /10, donc ABC est un triangle isocéle en A. De plus, AB? + AC? =
10 + 10 = 20 = BC?, donc le théoréme de Pythagore nous donne que le triangle ABC est également
rectangle en A.

Exercice 8 (x). Soient z, 2’ € C. Montrer que :
|2+ 217 + 2 = 217 = 2(2* + |').

En donner une interprétation géométrique en considérant le parallélogramme de sommets d’affixes 0, z, 2’
et z+ 2.
Indication : on pourra utiliser la définition du module, i.e. V,z € C, |z| = v 2Z.

Solution. Soient z, 2’ € C. Par définition de module d’un nombre complexe,
2+ 2P+ 2= P =+ )E+2)+(2=2)E-7)
=(2Z+ 22 + 22+ 22)+ (22— 22" — 22+ ')

=227+ 222 = 2(]2)* + |/?).

Soient O, M, N, P les points d’affixes 0, z,2’,z + 2’. Pour donner une interprétation géométrique, on
commence par faire un dessin.
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Les longueurs des cotés sont OM = PN = |z| et ON = MP = |2/|. Les longueurs des diagonales sont
OP = |z+ 2| et MN = |2/ — z| = |z — 2/|. L’identité se traduit par : « Dans un parallélogramme, la
somme des carrés des longueurs des diagonales est égale & la somme des carrés des longueurs des quatre

cotés ». !

Exercice 9. Dans le plan complexe, décrire géométriquement ’ensemble des points M d’affixe z € C

tels que :
1. |z=2|=1(%);
2. |z+1] < 2;

3. lz—i|=|z+ 1] (»).

Solution. Etant donné un point M, on appelle z € C son affixe.
1. L’ensemble

{MeR?: |z-2|=1}
correspond au cercle de centre (2,0) et de rayon 1.

2. L’ensemble
{MeR?: |z +i| <2}

correspond au disque de centre (0, —1) et de rayon 2.
3. L’ensemble
{MeR: |z—i|=|z—(-1)|}

correspond a la médiatrice du segment avec extrémités les points (0,1) et (—1,0).

Exercice 10. Dans le plan complexe, déterminer ’ensemble des points M d’affixe z € C tels que z,z—1

et % aient le méme module.
Indication : on pourra interpréter le module en terme de distance.

Solution. Etant donné un point M = (z,y) € R?, on appelle z = z + iy € C son affixe. La condition

s’écrit comme

o = 12— 1,
2l =21,

|Z—1| :1a
|z| = 1.

{(m—1)2—|—y2= 1,

qui est équivalent a

En passant a la forme algébrique,

$2+y2:1’

qui nous donne

_ 1
m—i,
y=+%,

1. Cette identité s’appelle identité du parallélogramme et elle vraie aussi en condition beaucoup plus général.
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donc on obtient ’ensemble
1Vv3) (1 V3
272 )7\27 2 '
Exercice 11. Soient a,b € C tels que ab # 1 et soit z = =%,

1—ab
1. Montrer que : (|z| =1) < (Ja| =1V |b| =1).
2. Caractériser de méme |z| < 1.

Indication : on pourra considérer le carré des modules.

Solution. Soient a,b € C tels que ab # 1 et soit z = 1“::5.

1. On commence par calculer |z|2, qui est

| |2_ la — b|? B (a —b)(@—b) B la|? — ab — ab + |b|?
C1—ab2  (1—ab)(1—ab) 1—ab—ab-+|al?b|?

Observons que

(1 —lal*) (@ —[b*)

=1e1-22P=0< —
|2|
|1 — abl?

—0& (Ja| =1V b =1).

2. On observe que
lzZl<lel—z2>0e (1—|a®)(1—p?)>0< ((la| < 1A <1) ou (la]>1Alb>1)).
Exercice 12. Résoudre dans C Déquation : z(z — 1) = 22(z — 1).
Indication : on pourra commencer par résoudre ’équation aux modules.
Solution. Soit z € C. Si z est une solution de 1’équation, alors
2]z = 1] = |2*]z — 11.
En observant que |z — 1| = |z — 1|, on obtient que toutes les solutions z de ’équation donnée vérifie
21z~ 1)1~ |2)) = 0

qui est équivalente a z € {0,1} U{z € C: |z| = 1}. On doit, donc, juste vérifier tous les cas possible :
e en remplacant z = 0 dans ’équation donnée, on obtient

0% (~1)=0x (=1),

donc c’est une solution,
e en remplagant z = 1 dans ’équation donnée, on obtient

1x0=1x0,

donc c’est une solution,
e size{ze€C:|z|] =1}, |z] = 1. En observant que 1’équation donnée peut étre réécrite comme

22—z =|22(z - 1),

on obtient

2

z°— z—1.

Wl
|

En observant que, pour z € {z € C: |z| =1}, z2 = %, on arrive &

2 =z-1
z

qui correspond & (z — 1)(22 + 1) = 0 les quelles solutions sont z = 1, 3.
En résumant, on obtient z = 0, 1, £.
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II - Trigonométrie et nombres complexes

II.1 Nombres complexes de module 1

Exercice 13 (%). Soit 6, € R.
1. Comment peut-on définir géométriquement le point Uy d’affixe e?? ? Faire un dessin.
2. Comment peut-on construire géométriquement les points U, _g, U9 et U_p & partir du point Uy 7
Faire un dessin.
3. Placer dans le plan complexe les points d’affixe €'3 et e~ i5.
4. Comment peut-on construire géométriquement Uy, & partir de Uy et U, ? Faire un dessin.

Solution. Soit 0, ¢ € R.
1. Uy est le point du cercle trigonométrique tel que I’angle orienté entre 1’axe des abscisses et le segment

entre l'origine et Uy est 4.

Uy

ey

2. U_g est le symétrique de Uy par rapport a I’axe des abscisses. U, _g est le symétrique de Uy par rapport
a I’axe des ordonnés. U, ;¢ est le symétrique de Uy par rapport & ’origine des axes.

Uﬂr U@
UH}\ U_g

3. On doit simplement utiliser le point 1.

i

4. Ugy, s’obtient en effectuant une rotation de centre O et d’angle ¢ appliquée au point Us.
Uo iy

4
Uy

0

LD



Calculus renforcé TD 2 PCm+

Exercice 14. Soient 0, p € R. D’aprés le cours : e/ (01%) = ¢if x ¢i%,

1. Montrer que I’équation peut se réécrire sous la forme :
cos(f + @) + isin(f + @) = (cosf + isinh)(cos ¢ + isin ).

2. En déduire des formules pour cos(6 + ¢) et sin(f + ¢) en fonction de cosé,sin @, cos p et sin p.

Indication : pour la question 2, on pourra utiliser la question 1 et identifier les parties réelles et les
parties imaginaires.

Solution. Soient 6, ¢ € R.

1. En se souvenant la Définition 2.6 des notes du cours, e’® = cosa + isin . En Iappliquant aux trois
termes de l’égalité e!(?+t%) = ¢%ci% on obtient directement la relation souhaitée.

2. En dévelopenant le membre de droite,

(cos@ + isin®)(cos ¢ + isin ) = (cosf cos ¢ — sinfsin @) + i(sin 6 cos ¢ + cos fsin ),

donc
cos(f + ¢) = cosf cosp — sinfsin v,

sin(f 4+ ) = sin 6 cos ¢ + cos f sin .

Exercice 15. Soient a et b deux nombres complexes de module 1.

a+b
1. Mont iab+# —1, al = €
ontrer que si ab # alors z1 T ab
b 2
2. Montrer que 29 = % e Ry.
a

Indication : pour la question 1, on pourra utiliser que si a € C est de module 1, alors @ = %

Solution. Soient a et b deux nombres complexes tels que [a| =1 et [ =1.Onaa =1 et b= ;.
1. En observant que

C1+ab

= @b+l 1+ab:Z1’
ab

= 1+ ab

_ <a+b> a+b  t+;  w g4p
1
1+
on obtient que z; € R.

2. En écrivant a = €' et b = €'?, avec «, € R, en utilisant la formule d’Euler pour le cosinus,

.a+tp o—

ca—pB a—p \2 . _ 2
ia i 2 (et —iT5 i(a+p) ( (M))
(e +65)2_ (e z (¢ 2z +e 'z )) e 2cos | =5 oo <a;ﬁ>7

Z9 = eiaeiﬁ - ei(a+B) - 67;(0‘+r8)

donc zp € Ry.

Exercice 16 (x). Soit z € R, exprimer cos(3z) sous la forme d’une expression polynomiale en cos(z).
Indication : on pourra utiliser la formule de Moivre.

Solution. Soit = € R. D’aprés la formule de Moivre, cos(3z) = Re((cos x + isinx)?), mais

(cosx +isinz)® = cos® x + 3icos® xsina — 3cosxsin? x — isin® .

donc, en se souvenant ’égalité trigonométrique fondamentale,

3 3

cos(3z) = cos® 2 — 3coswsin® z = cos® x — 3cosx(1 — cos? ) = 4cos® x — 3cos x.

Exercice 17 (x). Soit x € R, linéariser cos®(x) sin?(z).
Indication : on pourra utiliser les formules d’Euler.
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Solution. Soit z € R. En utilisant les formules d’Euler,

. . 3 . . 2 . . . .
3 . el +e T it _ ol (em +e zx)B(em —e ZZE)Q
CcCosS” rsi~xr = =

2 27 —32
_ _i(eim + e—iac) [(ell‘ + e—ir)(eim _ e—ix)]Q _ _i(eim + e—z’ac)(eQiz _ 6—21'1)2
32 32
1 . . . .
— _ﬁ(ezm + efmz)(€4w —24 67411)
1 . . . . . .
— _@(6511’ — 2¢® + 67311 4 eBzz Qe i =+ 67511)
— 7@ ((€5zz + 6751:1:) + (6311 + 67311) o 2(6” + efw))
= 5 (2eos(5x) + 2co8(3r) — 4cos) = 1 = cos(3r) — = cos(51)
= 39 COS(oX COS(oXx CoOST) = 16 CoS T 16 COS(ox 16 COS(oX ).

I1.2 Argument et forme trigonométrique

Exercice 18. Déterminer une forme trigonométrique des nombres complexes suivants (avec 6,60 € R) :

=1+ (%) Z=1-vV2 (%) z3=1—iV3 (%)

a=(1+)1-iV3) () =;§1 *) 26 = (V6 + 3v/2i) 12

27 = —sin(20) + 2isin®(9), 0 ¢ 77 zm=e? +e? () 29 = €0 — i’

Indication : on pourra factoriser par I’angle moitié pour zg et zg.

Solution.
2z = ﬁ(ﬂ—l—z\/ﬁ) =/2¢'% .
2 2
Comme 1 — /2 < 0, le module de z5 est v/2 — 1. Ainsi,
29 = (V2 —1)e'™.
23 =2 (1 — z\/§> = 2¢7'5,

2 2

™

2= 21 X 23 = V2e'T x 2718 = 2v/26/(T7F) = 212715

Pour zg, posons w = V6 + 3v/2i. Le module de w est |lw| = V6+18 = V24 = 2\/6, donc sa forme
trigonométrique est

1 3 .
w=2V6 (2 + z{) = 2v/6¢e'5

qui nous permet d’écrire
26 = w'? = (2\/6)126“2% = (24)5¢74™ = 24610,

Soient 6,6 € R.
Si 6 ¢ 7Z, pour z7, on observe que

27 = —2sin 6 cos 0 + 2isin? 6 = 2sin O(— cos O + isin f) = 2sin P’ "9,
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. ;040" . N .
Pour zg, en factorisant par ’angle moyen e* 2 | on fait apparaitre la formule d’Euler pour le cosinus,

c’est a dire .
046" .00’ _0—0’ 0—0 040"
zg=¢" 2 ((312 —1—612):2005 et 2 .
2
De la méme maniére pour zg,

’ ’ / _ / _p . 'y
29 = eie# (eie_‘zg —e_ie_‘ze ) = 2¢sin (0 29 ) eie% = 2sin (6 29 ) el(%).

B 100
Exercice 19 (%). Ecrire sous forme algébrique le nombre suivant : (% + 173) .

Solution. On commence en observant que % + @? =¢'3, donc

100
E_H,\/g _ (ei%)loo _ it
22 B B '

En observant que

100w 967 + 4« 47
= = 2 _—
3 3 321 + 3

100
1 V3 4m . [4n 1 V3
- 4+ 11— =cos|— |+sm| — | =——1—.
2 2 3 3 2 2

Exercice 20. On pose 21 = 2v/6(1 + 1) et 2o = v/2(1 +4v/3).

1. Déterminer une écriture trigonométrique de z; et de zs.

on peut écrire

2. Déterminer la forme algébrique, puis une forme trigonométrique de z = Z—f

3. En déduire les valeurs de cos (%), sin (1—”2) et tan (%)

Indication : pour déterminer une forme trigonométrique de z, on pourra utiliser la question 1.
Solution. On pose z; = 2v/6(1 + 1) et 2o = v/2(1 +iv/3).

1. On a ) ,
21 = 2V6 x V2e'T = 44/3¢'%

et
29 = V2 x 2¢'5 = 24/2¢'5.

2. Soit z = 22. Pour la forme algébrique,
1

V20 +ivB) _ 1+iVE (1 +iVB)(1-i) _1-i+iV3+V3

2V/6(1+1i)  2V3(1+1i) 2v/3 x 2 44/3
_ VB4l VBT 34VB L 3- V3
s a3 T 12 T

Pour la forme trigonométrique,

V2t V2 gy _ V6 g

z= — = e
4/3e'T 23
3. On doit juste confronter les formes algébrique et trigonométrique de z. En fait,

6 3+v3 (V341  VE+V2
V6 12 22 4

Oin (2) =28 i (£) - 2

6 M1 12 )" 1

V6 V3 <
Vo S(E)*M@COS< )

co = —
6 12 12

10
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Pour la tangente, on peut utiliser la deuxiéme égalité trigonométrique,

Ty _sin(fy)  V6-v2  (V6-v2)? 6+2-2/12 8-4V3 _
tan(ﬁ>:cos(%)_\/6+\/§_ 6-2 4 =g —Vve

ITI - Equations algébriques

ITI.1 Racines carrées

Exercice 21 (*). Déterminer les racines carrées des nombres suivants :
. ) 1 ; . )
21=—2, z0=1, 2z23=—2i, 2425(1—2\/?:), z5 =141, 2z¢=3+ 4.

Indication : dans les cas « simples », on pourra déterminer une forme trigonométrique des nombres
complexes avant de déterminer leurs racines carrées.

Solution. Etant donné z € C, on appelle § un racine carrée de z.

21 = —2:2@i7r E 5:1@\/5
- - 2 2
zg=i=¢2 = 6=i€14=i<\2[+i\2/>.

3= =2 =27 = §=4V2e T = +(1—1i).

x x 1
zg =€ '3 = J=Ze 's == <\g§2z>

25 = V2T = § = +£V/2e'F.

Si zg = 3 4 44, nous cherchons § = = + 7y. En se souvenant le Remarque 2.13 des notes du cours, on
résoudre

x? —y? =3,
2xy = 4,
a? +y? = |34 4i| = 5,
donc
T =42,
{y=i17

et on obtient § = £(2 + 7).

II1.2 Trinéme du second degré

Exercice 22. Résoudre les équations suivantes dans C :
L 2242+1=0 (%);
2. 422 — 162+ 11 —12i = 0;
3. 22— (14+4i)z+5(1+14) =0 (%);
4. (2 +2+1)2+1=0 (x).

Indication : pour la question 4, on pourra factoriser I’expression.

Solution. Soit z € C. '
1. Le discriminant est A =1 —4 = —3 = (iv/3)2, donc z = %,\/g

11
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2. Le discriminant est A = (—8)% — 4(11 — 124) = 64 — 44 + 48i = 20 + 48i = 4(5 + 12i). Pour chercher
une racine § = x + iy, avec z,y € R de 5 + 12¢ on résout

2?2 —y? =5,
2xy = 12,
z? +y? =13.

En combinant la deuxiéme et la troisiéme équation, on obtient
r+y=5Vax+y=-—>.

En remplacant dans la premiére,
r=-3Vex=3

. . N 44 . . . .
donc on a § = +(3 + 24) et on arrive & z = w, ainsi z =1 +4,4 —i.

3. Le discriminant est A = (1+ 4i)? —20(1 +i) = 1 + 8 — 16 — 20 — 20i = —35 — 12i. Pour chercher une
racine § = x + iy, avec x,y € R de —35 — 12¢ on résout

2% — y? = —35,
2zy = —12,
2?4+ y? = 37.

En combinant la deuxiéme et la troisiéme équation, on obtient
r+y=93Vr+y= -5

En remplacant dans la premiére,
r=—-1vax=1
donc on a § = £(1 — 6i) et on arrive & z = w, donc z = 57,1 — 3.
4. On commence en observant que I’équation est équivalente a
(4 2z+1)2 =42
donc on a
P24zt l=iv2+24+1=—i

—1+(1424)
2

Le discriminant de la premiére est A =1 —4(1 — i) = —3 + 4i = (1 + 2i)?, donc z = . Pour la

deuxiéme, A = 1—4(1+i) = —3—4i = (1—2i)? donc 2z = M Pour résumer, z = i, —1—14, —1+41.
Exercice 23. Résoudre I’équation suivante dans C :
i2° 4+ (=14 2i)2% — (4 +i)z+3(-1+2i) =0

sachant qu’elle posséde une solution réelle.
Indication : on pourra déterminer la solution réelle de ’équation puis factoriser I’expression pour se
ramener a une équation du second degré.

Solution. Soit z € C. Si z = x, avec = € R,

ixd 4 (—142i)2® — (4 +i)z +3(—1+2i) =0 (—2? — 4z — 3) +i(2® +22° —2+6) =0,

donc on a
—2? —4x—-3=0,
2 +222 -z +6=0,
ainsi z = —3. On peut donc factoriser le polynéme de ’équation de début comme

2% 4+ (=1 +2i)2% — (4 +i)z +3(=1+26) = (2 + 3)(iz> + az + b), avec a,b € C.
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Par identification, b = —1 4+ 2i et a = —1 — 4, donc on doit résoudre
iz = (1+1d)z+ (—142i) =0,

qui a solutions z = 1 — 24, ¢. Pour résumer, z = —3,¢,1 — 2i.

IV - Nombres complexes et géométrie

Exercice 24. On considére la fonction

f:C\{2} —C
22— 4
zZ—2

On note M le point d’affixe z et M’ le point d’affixe 2’ = f(z).

1. Montrer que |z’| = 2. En déduire une indication sur la position de M’.

2. Déterminer l'ensemble F des points M d’affixe z (avec z # 2) tels que M’ = B ou B est le point

d’affixe 2.

3. Montrer que : Vz € C\ {2}, 2=% € R. Interpréter géométriquement ce résultat.

+2

4. Donner une méthode de construction de M’ et faire une figure.

Solution. On considére la fonction

f:C\{2} —C
22— 4
zZ—2

On note M le point d’affixe z et M’ le point d’affixe 2’ = f(z).
1. On peut faire le calcul explicite

2] =

zZ—2

donc M’ appartient au cercle de centre O et de rayon 2.

2. Soit E l'ensemble des points M d’affixe z (avec z # 2) tels que M’

On observe que

22— 4
M =B =222

donc E est la droite des réels privée du point d’affixe 2, c’est & dire £ = R\ {2}.

3. Tout d’abord,

2z —4  22—-4+422-4  2(z+7Z—4)

2 4+2= +2

2z—4| [2(z—-2)]  2lz—-2]
Fo2 -2

5 =2&22—4=2Z7-4z2=ZzeR

zZ—2 zZ—2
donc
z—2  (2-2)(Z-2) |z — 2|2

2 +2  2(z+z—4)  2(2Re(z) —4)

B ou B est le point d’affixe 2.

On peut donner la suivant interprétation géométrique : si C' est le point d’affixe —2, les segment BM et

CM' sont colinéaires.

4. M’ est a lintersection du cercle de centre O et de rayon 2 et de la droite passant par C' paralléle au

segment BM.
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